Calcolo differenziale

Definizioni:

Siaf:l - Runafunzioneex, x+h € I Il rapporto incrementale di f relativo ai punti x, x +h

flx +h) - f(x)
h

e il coefficiente angolare della retta passante per i punti (x+h, f(x+h)), (x, f(x)).

Il limite per h = 0, se esiste, rappresentera il coefficiente angolare della retta tangente al
grafico di f nel punto (x, f(x)).

- Una funzione f : (a, b) > R é detta derivabile nel punto x, € (a, b) se esiste finito il

lim,, [f(xO+h)-f(x0)]/h. Tale limite e la derivata prima di f nel punto x, e si indica:
“mheo [f(xo + h) _f(Xo)]/hzf,(Xo) .
Una funzione & derivabile nell'intervallo (a, b) se & derivabile in ogni punto di (a, b).

In tal caso resta definita la funzione f’: (a, b) > R, detta derivata di f.

- Se una funzione f e derivabile nel punto x,, allora f & continua in x,,.




Esempi di derivate (1)

Esempi:

* La derivata di una funzione costante e 0. Infatti se f(x) = c allora lim, 5, (c-c)/h = 0.
* Dx = 1. Infatti lim, s, (x+h-x)/h = 1.

* Dx? = 2x. Infatti lim, 5, (2xh+h?)/h = 2x+h> 2x.

* Generalizzando, siha: sea € Re x>0, allora Dx* = ax® 1. Infattisek O

flx+ /l) — f(l) _ (x + II) — _ xr 1+ ]_I . 11| ~ L”l_) — ar®1
h 7 h T h x

e Dsin x = cos x. Infattise h> 0

sin(r+h)—sinxz  sinaxcosh +sinhcosxr — sinx . cosh—1 sin
= = sinx———— 4 cosx
h h h h

— COS T

* Analogamente si ha Dcos x = -sin x.




Esempi di derivate (2)

Esempi:

e DeX =¢eX Infattise h> 0

* Dlog x = 1/x. Infatti se h>0

log(z+h) —logz  log(1+2) n1 1

= ~ — — —_

h h x h - T

* Se f e derivabile allora (cf)’ = cf’ per ogni costante ¢ € R. Basta infatti fattorizzare la
costante c nel rapporto incrementale.

Definizione:

Sia f: (a, b) > R una funzione derivabile nel punto x, € (a, b). La retta tangente al grafico
di f nel punto (x, f(x,)) € |a retta di equazione:

y =f(X0) +fI(X0)(X _Xo)

La funzione f’ associa ad ogni x € (a, b) il coefficiente angolare (la pendenza) della retta
tangente al grafico della funzione nel punto (x, f(x)). Tale retta & unica (proprieta di unicita
del limite).




Derivate n-esime

Il procedimento di derivazione puo essere iterato: ottenuta la funzione f' possiamo
considerare il limite del rapporto incrementale di f'.
Se tale limite esiste finito lo si definisce derivata seconda di f nel punto x, (notazione f”(x0))

Pili in generale si definisce la derivata n-esima f")(x,,).

Esempi:

* D’x3 = D(Dx3) = D(3x?) = 6x; D? log x = — 1/x? ; D3x? = 0.
e D4 sin x = sin x, D* cos x = cos X.

* D"eX = eX per ognin € N.

e D"'x" = D" I((n - 1)x"1)=...=nlperognin € N.

Definizione:

Una funzione f: (a, b) > R & detta derivabile a destra nel punto x, € (a, b) se esiste
finito il lim, . [f(x + h) - f(x)]/h; tale limite e la derivata destra di f nel punto x, e si
indica

f'.(x,). Analogamente si definisce la derivata sinistra f'(x,).




Punti di non derivabilita

- Punti angolosi: almeno una delle derivate destra o sinistra e finita.
filxa) € R, f(xo) #f_(xo) oppure f'.(x,) E R, f_(xo) =22 0f _(x)) ER, f,xy) =

Foo

- Punti a tangente verticale: entrambe le derivate destra e sinistra sono infinite.

fiixg) = +oo oppure f',(x,) = - e f',(x,) = +°° 0 f',(x,) =Foo
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Il calcolo delle derivate

Operazioni fondamentali:

*Siano f, g : (a, b) > R due funzioni derivabiliin (a, b). Allora anche f+g, f- g e f/g (se g # 0)
sono derivabiliin (a, b) e
(fx9)" = f£¢.
(f-9) = f-9+f-4

IAY fg—f-¢
g g?

* Siano f e g due funzioni e supponiamo che esista la funzione composta g ° fin un intorno
di un punto x. Se f e derivabile nel punto x e g derivabile nel punto f(x) allora (g ° f) &
derivabile nel punto x e

(g0 1) (2) =g (f(2)) - f'()
N.B.: La formula precedente si generalizza al caso della composizione di piu funzioni:

h(g(f(2)) =h'(g(f(2)))- g (f(x))- f(x)




Esempi di calcolo delle derivate

Esempi:
» De?* = 2e?. Infatti f(x) = 2x, g(y) = e".

* Dsin(x?) = cos(x?) - 2x. Infatti f(x) = x%, g(y) = sin y. Inoltre Dsin? x = 2 sin x - cos X,
prendendo f(x) = sin x, g(y) = y°.

* Dlog [x| = 1/x . Infatti se x > 0 allora Dlog [x| = Dlog x = 1/x, se x < 0 allora
Dlog [x| = Dlog(-x) =-1/(-x) = 1/x.

N.B.. , N/ y o , , (1 ,_ 1 g'(z)
(9@) = n@)] =1 (96@) = h@) - (¢'(2) = () e [r( g(r)>] =-f ( g(r)> ¥io

* Da*=a*log a, a > 0. Infatti Da* = DeX 099 = exlega. Jog a = a* log a.
- Piu in generale le uniche funzioni che coincidono con le proprie derivate sono le
funzioni ceX, per c € R.

* Dsinh(x) = cosh(x), Dcosh(x) = sinh(x). Infatti De™ = —e™.

* Dx* = xX(log x + 1). Infatti x* = eX°9% e sj applica la derivazione di una funzione composta
N.B.:

[,f(.l-)-g(l‘)]’ = f(x)9) . (.{1’(-1’) log f(x) + fiﬁ;f’(-r))




