TUTORATO #4 LIMITI NOTEVOLI E CONTINUITA II

LIMITI NOTEVOLI
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DEFINIZIONE DI CONTINUITA

Una funzione di equazione y = f(x), definita in un intorno di zy, si dice continua nel punto xg
quando esiste il limite della funzione per x che tende ad zy e questo limite ¢ uguale al valore
della funzione in quel punto, cioé quando:

lim () = f(zo0)
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Ricordando la definizione di limite possiamo dire che la funzione f(x) ¢ continua nel punto x
—xo quando, considerato un numero positivo € arbitrariamente piccolo, é possibile trovare un
intorno di xy per tutti i punti del quale, compreso x(, si abbia:

1f(2) = fzo)l| <€
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fxo) —e < f(z) < flwo) + €

Pertanto dalla definizione si deduce che una funzione f(x) & continua in un punto z, quando
sono verificate le seguenti condizioni:

e csiste il valore della funzione nel punto zg;
e esiste ed ¢ finito il limite della funzione per x che tende a xg;



e il limite della funzione per x che tende a z( coincide con il valore della funzione nel punto
Zo;

Nota:
Una funzione si dice continua a sinistra in xg se

lim f(z) = f(xo)
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Una funzione si dice continua a destra in x( se

lim, f(z) = f(wo)
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DEFINIZIONE: Una funzione f(x) & continua in un intervallo I se ¢ continua in tutti i punti
dell’intervallo.

Una funzione y = f(x) ¢ continua in un punto x = x, se sono verificate contemporaneamente tre
condizioni.

Quando anche solo una delle tre condizioni non é verificata, allora in tale punto la funzione &
discontinua e x = o viene detto punto di discontinuita per la funzione (o punto singolare).

DISCONTINUITA DI PRIMA SPECIE (A SALTO)

Si ha una discontinuita di 1° specie o di tipo "a salto” quando, al tendere di x a xg,
esistono finiti ma diversi fra loro, sia il limite sinistro sia il limite destro della funzione.

lim f(x) # lim f(x)
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Il valore assoluto della differenza fra il limite destro e quello sinistro si definisce “salto”:

s=|lim f(x)—lim f(x)



DISCONTINUITA DI SECONDA SPECIE

Si ha una discontinuita di 2® specie quando, al tendere di x a x, almeno uno fra i due limiti
sinistro e destro o non esiste, oppure esiste ma é infinito.
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DISCONTINUITA DI TERZA SPECIE

Si ha una discontinuita di 3* specie (discontinuita di tipo “buco”, discontinuita
“eliminabile”) quando, al tendere di x a x,, la funzione tende ad un limite finito /e % , ma
f(xo) 0 non esiste o & diversa dal valore del limite.




TEOREMI SULLE FUNZIONI CONTINUE

# Teorema degli zeri Se [ ¢ continua in un intervallo [a.b], ed ha seqni discordi in @ = a ¢
x =h, allora esiste almeno un xy € (a,b) in cui si ha fxg) = 0.
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# Teorema di Darboux (o dei valori intermedi) Se f ¢ continua in un infervallo [a,b], as-
sumne tutti 1 valort comprest tra f(a) ed f(b).

a) Attenzione, non si sostiene che f assume solo 1 valori compresi tra f(a) e f(b), ma che almeno
una volta tutti quet valori vengono assunti. Ad esempio, consideriamo la funzione f(xr) = cosz, e
I'intervallo [’—:, H—f] .St ha f (%) = % f{ﬁ—f) = —%, e quindi il teorema garantisce che tutti 1 valori
compresi tra —3 e % vengono assunti da f quando x percorre U'intervallo [’—I H—f

Vale la pena osservare che in questo intervallo la f assume per ben tre volte 1 valorl compresi tra
—% e % ed assume anche tutti i valori compresi tra % e 1 e tutti quelli compresi tra =1 e —%.

b) Una buona traduzione intuitiva di questo teorema pud essere “Una funzione continua in un
intervallo non fa salti”.

# Teorema di Weierstrass Se f ¢ continua in un intervallo [a,b], assume massimo e minim
(assoluti) in [a,b].

a0

I R _1- , 1) — 4 : P F—T) —
flo)=20" —a® =8z = 1; max f(z)=f(=1)=4 min f(z)=f(=3)=-40.
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