TUTORATO #3 LiMITI E CONTINUITA [

DEFINIZIONE

Si introduce il concetto di limite quando si vuole studiare il comportamento di una funzione
y=f(x) quando la x é prossima ad un certo valore xy oppure quando la x tende a crescere verso
I'infinito.

Studiare un limite, quindi, non significa affatto sapere il valore di una funzione in un determi-
nato punto, ma significa capire cosa succede nei pressi di quel punto.

In maniera formale:

Sia f: A— R una funzione numerica definita su un intervallo (o insieme di intervalli) 4 e sia x, un punto interno ad A4 oppure un suo
estremo (eventualmente ~+co). Si dice che la funzione ftende verso / (che pud essere un numero reale o +oo) se per ogni intorno 7 di /
¢ possibile determinare un intormo J di x, in modo tale che si abbia:

vxedAnJ—{x,] — flx)el (ciod le immagini di tutti i numeri x di J (escluso x,) sono in /).

Analizzando ora diversi casi troviamo che:

. Si dice che la fimzione f(x) ha per limite il numero [ per x tendente al numero x, se per ogm . \
- x finito ) . -
CASO1 . numero positive & (“piccolo a piacere™) esiste un numero pesitivo § tale che _!]f; f ( x)=1
- I finito Wxe(x,—8,x,+8)-{x,] — |flx)-I|<e .
. Si dice che la fimzione f (x) ha per limite +22 per x tendente al numero x, se per ogni mumero .
- x, finito ) 4w
CASO02 0_ positive H (“grande a piacere”) esiste un numero positivo & tale che l"f'x:' flx)=+w
- [ vale +w vxe(x—8,x,+8)-|{x) — flx)=H :
- Si dice che la finzione f (x) ha per limite —o per x tendente al mumero x, se per ogni mumero .
- x, finito V) ’ =—on
CASO3 0 positivo H (“grande a |l:liao\‘:re"“,l esiste un numero positivo & tale che ].L_m flx)=—e
-Ivale —©  |yxe(x,-8,x,48)-{x,] — flx)<-H =%
~ xqvale +o0 Si cl..ii.:echela.funzionef[x_fn_hapljer].imite il numero ?Perx tendente a +co se per ogni numero lim f(x)=I
CAS0 4 . positive £ (“piccolo a piacere™) esiste un numero positivo K tale che ”
- [ finmito sex=E — |flx)-l|<e Yovw
, | Stdice che la fimzione f | x) ha per limite +2 per x tendente a +o¢ se per ogni pumero ;
- xgvale +oo X =
CASOS o positivo H (“grande a piacere”) esiste un numero positivo K tale che lim f(x)=+w
-l vale + sex=K — flx]=H T
- : , | Si dice che la fimzione f (x) ha per limite — per x tendente a +o¢ se per ogni numero .
x, vale +oo ) B
CASO 6 ﬂ_ positivo H (“grande a piacere”) esiste un numero positivo K tale che A_‘-‘-‘Pm flx)=—w0
-Ivale —0 sex=EK — flx|]=—H -
_ . oo | Stdice che la fimzione f | x) ha per linute il numero [ per x tendente a —% se per ogm numero B p
xy vale —oo ) -
CASO07 0 positivo & (“piccolo a piacere™) esiste un numero positivo K tale che ll.l]:lm flx)=I
- [ finito e x=—F — U‘II]—”"-E X——
oo | Sidice che la fimzione f (x) ha per limite +oo per x tendente a —ou se per ogni numero
- xgvale —o0 | x) _
CASOS8 ! positive H (“grande a piacere”) esiste un numero positivo K tale che lim f(x)=+>
- [ vale +o0 sex<—E — fl(x)=H T
- : oo | Sidice che la fimzione f (x) ha per limite —o per x tendente a —% se per ogni numero
x, vale —oo ) _
CASO9 o positivo H (“grande a piacere”) esiste un numero positivo K tale che lim f(x)=—w
-l vale —0 sex=—K — flx|=—H ro—d




FUNZIONI ELEMENTARI

. o ) N _ —ao0 | se m & mntero positivo dispar
1. Funzione potenza lim x"=+wm , se n &intero positive; lm x"=
Xt I——o

ot | se § & miero positivo par

- r - " w - -
lim x' =+ | ser &unnumero reale positive qualsiasi;
I—+0

- T - -ym - -
lim x =0 . ser éunnumero reale posifive qualsiasi

=0

2. Funzione radice im Yx=+o , sen éinteropositivo: lim Yx=—o¢ . se n & intero positivo dispari_
X+ -
_ ) ) 0.seaxl ) +oz, seax=l
3. Funzione esponenziale lim a*= lim a*=
e +a0 _ se O=ag=1 S 0.sel<a=l
. ) ) —® , se a=1 ) ) +® , sea>l
4. Funzione loganitmo lim log,(x)= lim log,(x)=
x—0" x—+ul
+w , se 0<=ag=<l1 —w , sed=ag=1
5. Funzione tangente lim tan(x)=—w e pii in generale, per la periodiciti: lim tan(x)=—w=
x_'_}!l]- I—t[—%+kn]-
lm tan(x)=+w e pitt in generale, per la peniodicita: lim tan(x)=+m
I..[.]I]' x—-[-%h-hr]-

6. Inverse delle funzioni circolan: lim arcsin(x]=—% ]ima.tcsin[x}=%
x=[-1] 1
lim arccos(x)=n lim arccos(x)=0
x=[-1]* =1
lim arctan(x)=2 lim arctan(x)=—0
X=+00 2 X——0 2

TEOREMI SUI LIMITI

Alcuni teoremi sono fondamentali per lo sviluppo della teoria e per il calcolo dei limiti.

e teorema di unicita del limite;

e teorema di permanenza del segno;
e teorema del confronto;

e operazioni sui limiti;

1. TEOREMA DI UNICITA DEL LIMITE

Se esiste il limite [ (finito o infinito) della funzione per z tendente a x, (finito o infinito), tale
limite & finito. Il teorema attesta che se il limite esiste, esso & unico in ciascuno dei nove casi
analizzati.

2. TEOREMA DI PERMANENZA DEL SEGNO

Se il limite [ (finito o infinito) della funzione per z tendente a z, (finito o infinito) esiste ed
¢ diverso da zero, allora esiste un intorno J di xg in ogni punto del quale (escludendo zg) la
funzione assume lo stesso segno del suo limite.



3. TEOREMA DEL CONFRONTO (O DEI DUE CARABINIERI)

Se f(x),h(x) e g(x) sono tre funzioni definite nello stesso intervallo (eccettuato al pit il numero
xg) e se per ogni x risulta

f(z) < h(z) < g(z)
e se, inoltre, &
limg_szo f(x) = limy_pyg(x) =1 (finito o infinito)
allora risulta anche
limg_zoh(z) =1

DIMOSTRAZIONE

Anche m questo caso la dimostrazione discende dalla defimzione. Se si fissa un intomo arbitrano 7 di /| esiste per le ipotest poste un
opportuno mtorno J di x; m ogm punto del quale (ad esclusione di x) nsultano contemporaneamente vere le seguenti:
flx)sh(x)=glx)
flx)er
glx)er
da cui segue immediatamente i x )€, Vista l'arbitrarieta di J, & immediata la tesi.

4. OPERAZIONI SUI LIMITI

Esistano 1 due imiti lim f(x)=/, e lim f,(x)=I,, con x, finito o infinito. $1 ha:

+  sel, e I, sono numeri (cioé valor: finiti) allora
L Lim[fy(x)=falx)]=h=l,
2 ii_f.?[fllix)'f:'[ﬂ]=31"‘:
flx) 4 .
xl_ri fg[x}_i'; purché /,#0
4. sel;#0.1,=0e f;(x)=0 in un intomo di x,, allora

(
lim ;l I: 3 =a, ove 1l segno va studiato tenendo conto dei segmi delle due funziom.

5. lim|fy(x)/=|h| (idem per Iltra funzione)

3.

*  seuno o entrambi 1 limiti [, e I, sono mfiniti. le operaziom sono possibili solo in alcumt casi, nassunt simbolicamente dalla
seguente tabella — NB: k & un mumero, inoltre continua a valere la regola dei segni.

kro==xwm 60 + 0 =+00 —o—oh=—00
kroo=w | k0 ;(—= i=cﬂ . k#0 alrod =00
© k

Queste nozioni teoriche sulle operazioni non permettono di definire i seguenti casi, noti con il
nome di forme indeterminate:

® 00 — O0;
0.

.67

° =
o0 ?

e 00 x ()
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